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Wstep

Ztozonos¢ problemu sterowania ruchami organizméw zywych wynika
miedzy innymi z tego, ze zasady mechaniki klasycznej nie wystarczaja do
wyznaczenia przebiegu ruchu tych organizmow. Przejawia sie to jako swo-
boda wyboru trajektorii taczacej stan poczatkowy i koncowy, ale rowniez
jako swoboda wyboru réznych wzorcow wspotdziatania miesni prowadza-
cych do tych samych warto$ci wypadkowych momentéw sity w stawach.
Jednak mimo tej swobody trajektorie wielu ruchow i towarzyszace im
wzorce wspotdziatania mieéni cechuja sie duza powtarzalnoscia (np. w lo-
komocji), co przypisuje sie pewnym zasadom sterowania przyjmujacym
zwykle posta¢ zasad minimum.

Dlatego tez naturalnym narzedziem matematycznym formutowania
i rozwigzywania zagadnien sterowania ruchem jest rachunek wariacyj-
ny i teoria sterowania optymalnego. Metody wywodzace sie z tych dzie-
dzin opieraja sie na definicji pewnej funkcji zmiennych sterowania (zwanej
funkcjg kosztu lub funkcjq celu) i maja za zadanie poszukiwanie takich
wartosci (lub przebiegéw w zagadnieniach dynamicznych) tych zmien-
nych, ktore sa zgodne z zatlozonymi ograniczeniami i jednoczesnie minima-
lizuja te funkcje kosztu. Tak sformutowane zadanie matematyczne czesto
ma jednoznaczne rozwigzanie, co odpowiada wtasnie redukcji wspomnia-
nej wezesniej swobody wyboru do faktycznie obserwowanych trajektorii
i wzorcow wspotdziatania miesni.

Najwazniejszym elementem kazdego problemu sterowania ruchem, ro-
zumianego jako zadanie teorii sterowania optymalnego, jest wtasnie wspo-
mniana definicja funkcji kosztu, a klasyczne zadanie optymalizacji polega
na wyprowadzeniu z postaci funkcji kosztu formut okreslajacych te warto-
Sci zmiennych sterowania, ktore ja minimalizujg. W przypadku uktadow
biologicznych — w odréznieniu od tych spotykanych w technice — dodatko-
wa trudnoscia jest jednak wybdr wtasciwej postaci funkeji kosztu. Czescia
projektu kazdego urzadzenia technicznego jest jasno sprecyzowany cel je-
go dzialania i dlatego wybor funkcji kosztu w zagadnieniu sterowania
takim urzadzeniem jest konsekwencja tego celu. Jesli za$ chodzi o uktady
biologiczne, to mozemy sie jedynie domyslaé, jaki jest sens ich dziata-
nia, i dlatego wybor konkretnej funkcji kosztu w zagadnieniu sterowania
ruchem organizmu zywego pozostaje z natury rzeczy arbitralny. W tym
kontekscie naturalne wydaje sie pytanie, czy na podstawie znajomosci
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rozwigzan zagadnienia optymalizacyjnego mozna zrekonstruowaé postac
funkcji kosztu, wokét ktorej takie zadanie zostato sformutowane (np. [3]).
To odwrotne zadanie optymalizacji (w przeciwienstwie do klasycznego,
czyli prostego zadania optymalizacji) jest jednym z tzw. zagadnien od-
wrotnych (inverse problems), ktérych klasycznym przyktadem jest wnio-
skowanie o wewnetrznej strukturze Ziemi na podstawie pomiaréow roz-
praszania fal sejsmicznych czy tez nieinwazyjne uzyskiwanie informacji
o cechach organéw wewnetrznych na podstawie pomiaréw odbicia i po-
chtaniania fal ultradzwiekowych. W odwrotnym zadaniu optymalizacji,
zwigzanym z zagadnieniem sterowania ruchem, chodzi o odpowiedZ na
nastepujace pytanie [3]:

Jesli obserwowana trajektoria ruchu (lub wzorzec wspotdziatania mie-
$ni) jest optymalna, to jaki jest sens tej optymalnosci, czyli co jest opty-
malizowane, a wiec jaka jest posta¢ funkcji kosztu?

Dotychczas odwrotne zadanie optymalizacji, zar6wno w biomechanice,
jak i w innych dziedzinach, byto rozwiazywane jedynie posrednio na jeden
z dwoch sposobow: badz poprzez postulowanie konkretnej postaci funkeji
kosztu i porownywanie konsekwencji takiego zatozenia z obserwowany-
mi przejawami optymalizacji [29], badz poprzez zalozenie pewnej ogdlnej
postaci funkgji kosztu zaleznej od kilku parametrow (np. funkcja kwadra-
towa) i nastepnie wyznaczenie takich wartodci parametréw, aby wynik
minimalizacji funkcji kosztu zawierajacej te parametry byt mozliwie bliski
obserwowanym przejawom optymalizacji [2]. W tym drugim przypadku
rozwigzanie odwrotnego zadania optymalizacji zostaje wiec sprowadzone
do rozwiazania odpowiedniego, zwiazanego z nim, klasycznego (prostego)
zadania optymalizacji. Wada obu tych sposobow rozwiazywania odwrot-
nego zadania optymalizacji jest to, ze pozwalaja one jedynie sprawdzic,
jak dobrym kandydatem na poszukiwang funkcje kosztu jest badz zapro-
ponowana jej konkretna postaé (podejscie pierwsze), badZz pewna klasa
funkcji (podejscie drugie). Za pomoca tych sposobéw nie mozna zidentyfi-
kowaé funkcji kosztu, nie czynigc wezesniej bardzo zawezajacych zatozen
o0 jej ksztalcie.

W tej pracy przedstawiamy propozycje nowego podejscia do odwrot-
nego zadania optymalizacji. Opiera sie ono na spostrzezeniu, ze pewne
zagadnienia optymalizacyjne z liniowymi ograniczeniami prowadza do re-
lacji miedzy funkcja kosztu a rozwigzaniami danego problemu optyma-
lizacyjnego, a relacje te mozna zapisa¢ w postaci rownania funkcyjne-
go Schrodera ([17]-[19]). Dzigki temu oba zadania optymalizacyjne, pro-
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ste i odwrotne, znajduja swoje odpowiedniki w postaci zadan dotycza-
cych tego réwnania. W szczegoélnosci, znajac rozwiazanie pewnego pro-
blemu optymalizacyjnego i rozwigzujac odpowiednie rownanie funkcyjne
Schrodera, mozna zrekonstruowaé¢ w sposob Scisty funkcje kosztu, ktora
jest minimalizowana.

Dostrzezony zwigzek miedzy teorig optymalizacji a teorig iteracyjnych
rownan funkcyjnych umozliwia identyfikacje funkcji kosztu odpowiadaja-
cej danemu zadaniu optymalizacyjnemu. Dzieki zastosowaniu go do anali-
zy biomechanicznego problemu wspoétdziatania miesni szkieletowych uzy-
skano nastepujace nowe wyniki:

1. Rozwigzano w sposob bezposredni i Scisty odwrotne zadanie opty-
malizacji i pokazano, ze wszystkie rozwigzania prostego zadania optyma-
lizacji mozna otrzymac jako iteracje o ciggtym indeksie z jednego wybra-
nego rozwiazania.

2. Dowiedziono, ze jedynymi funkcjami kosztu prowadzacymi do linio-
wego z punktem stalym w zerze wspoldziatania miesni sg funkcje pote-
gowe (kryterium Crowninshielda i Branda [6]).

3. Dowiedziono, ze jedynymi funkcjami kosztu prowadzacymi do linio-
wego z punktem stalym powyzej zera wspodtdziatania miesni sa funkcje
bedace potegami funkcji uzywanej do opisu kinetyki Michaelisa—Menten
27].

4. Dowiedziono, ze jedynymi funkcjami kosztu prowadzacymi do linio-
wego bez punktu statego wspotdziatania miesni sg funkcje eksponencjalne
(odniesienie do klasycznej pracy Hatzego i Buysa [13]).

5. Skonstruowano addytywnie separowalng, jednorodng funkcje ko-
sztu okreslajaca wspotdziatanie miesni zgodne z wymaganiem minimum
zmeczenia [8].

Praca zawiera propozycje metody rozwigzania waznego, dotychczas
nierozwigzanego problemu biomechaniki, polegajacego na okresleniu pos-
taci kryterium optymalizacyjnego odpowiedzialnego za obserwowane
wzorce wspotdzialania miesni szkieletowych. Dla takiego zadania przy-
jeta sie nazwa odwrotne zadanie optymalizacji, ktéra odroznia je od tzw.
prostego zadania optymalizacyi, rozwazanego w biomechanice w zwigzku
ze statyczng niewyznaczalnoscig tancuchéw biokinematycznych. Podczas
gdy w prostym zadaniu optymalizacji chodzi o wyznaczenie takiego po-
dziatu wypadkowego momentu sity w stawie na udziaty pochodzace od
poszczegblnych miesni, ktory bytby zgodny z wymaganiem minimalizowa-
nia pewnej zatozonej funkcji kosztu, to odwrotne zadanie optymalizacji



8 Wstep

stawia sobie wlasnie za cel znalezienie postaci takiej funkcji kosztu, czyli
okreslenie, czym kieruje sie osrodkowy uktad nerwowy, pobudzajac w taki,
a nie inny sposob miesnie wspotpracujace przy generowaniu wypadkowego
momentu sity w stawie.

Proponowana w pracy metoda rozwigzania odwrotnego zadania opty-
malizacji — zasygnalizowana wczesniej w [25] i [26] — opiera sie na spo-
strzezeniu, ze matematyczna metoda nieoznaczonych mnoznikow Lagran-
ge’a, zwykle stosowana w przypadku optymalizacji warunkowej, prowa-
dzi do pewnego rownania funkcyjnego sformutowanego po raz pierwszy
przez Ernsta Schrodera [22]. Interpretowane w kontekscie biomechanicz-
nym rownanie to wigze ze sobg dwie funkcje: jedng opisujaca wzorzec
wspotdziatania miesni i druga bedaca pochodna funkcji kosztu rozwaza-
nego problemu optymalizacyjnego. W zaleznosci od tego, ktérg z nich
przyjmiemy za funkcje znana, a ktora za niewiadoma, réwnanie to moze
stanowi¢ baze dla rozwigzania prostego badz odwrotnego zadania opty-
malizacji. Kontynuujac interpretacje w duchu wspoétczesnej biomechaniki
klasycznych prac Schrodera [22], mozna powiedzieé, ze traktowal on ja-
ko niewiadoma funkcje opisujaca wzorzec wspoétdziatania miesni, czyli
byl w tym sensie prekursorem wspotczesnych biomechanikéw, ktorzy po-
stulujg badz wrecz zgaduja funkcje kosztu i na jej podstawie wnioskuja
o wspotdziataniu miesni. Podobnie jak Schroder, wspotczesni biomecha-
nicy nie potrafia jednak rozwiaza¢ problemu odwrotnego. W dziedzinie
teorii rownan funkcyjnych ten wazny krok uczynit dopiero kilkanascie lat
pdzniej Gabriel Koenigs [16] i wlasnie na jego rozwazaniach poswieco-
nych réwnaniu Schrodera opiera sie prezentowana w tej pracy metoda
rozwigzania odwrotnego zadania optymalizacji.



1

Optymalizacja z ograniczeniami
liniowymi a ré6wnanie funkcyjne
Schrodera

Rozwazmy staw o jednym obrotowym stopniu swobody obstugiwany
przez n mieéni jednostawowych (przyktad dla n = 3 przedstawiony jest
na ryc. 1.1).

Rycina 1.1

Staw o jednym obrotowym stop-
niu swobody obstugiwany przez
trzy migsnie jednostawowe

Kazdy z mieéni daje wktad do wypadkowego momentu sity M zgodnie
z réwnaniem

N
(1.1) > - Fy=M,
i=1

gdzie F; oznacza sile rozwijana przez i-ty miesien, r; zas$ ramie sity i-tego
miesnia wzgledem osi stawu, przy czym danej wartosci wypadkowego
momentu sity moze odpowiada¢ wiele zestawow wartosci rozwijanych sit
Fy, Fy, Fs, ..., F,. Mimo tej dowolnosci (w mechanice méwi sie o statycz-
nej niewyznaczalnosci uktadu z ryc. 1.1) wyboru sit rozwijanych przez
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poszczegolne miesnie, realizujacych dany moment wypadkowy, faktycz-
nie obserwowane (np. za pomoca elektromiografii) wspétdziatanie miesni
zawiera pewne powtarzalne wzorce. Wierzy sie, ze wynikaja one z te-
go, ze ofrodkowy uktad nerwowy — sterujac aktywnoscig poszczegdlnych
miesni — dziata zgodnie z pewna zasadg minimum, tzn. tak dobiera ak-
tywnosci mies$ni, aby uzyskaé¢ potrzebnag wartos¢ wypadkowego momen-
tu sity najmniejszym kosztem. Prowadzi to do sformutowania zagadnie-
nia wspotdziatania miesni szkieletowych w postaci nastepujacego zada-
nia optymalizacyi warunkowej: nalezy znalezé taki zestaw sit miesniowych
F\, Fy, F3, ... F,, ktory pewna funkcje kosztu K(Fy, Fy, Fs, ..., F,) mi-
nimalizuje, a jednoczesnie spetnia warunek réwnowagi wyrazony rowna-
niem (1.1). Co do postaci funkcji kosztu K, to sensownym wydaje sie
zatozenie o jej addytywnosci (addytywnej separowalnosci), jednorodno-
Sci oraz monotonicznosci wzgledem kazdej ze zmiennych z osobna. Ad-
dytywnos$¢ wigze sie z wyobrazeniem o koszcie jako sumie przyczynkoéw
wynikajacych z aktywnosci pojedynczych miesni, czyli jako o wielkosci,
ktora po ewentualnym uwzglednieniu dziatania dodatkowych miesni zmie-
nia sie po prostu przez dodanie jej wartosci wynikajacej z aktywnosci
tych dodanych mieéni. Jednorodno$é ma uwzgledniaé fakt, ze miesnie —
mimo réznic wielkosci, przekroju i sktadu — sa zbudowane z tej samej
tkanki, a wspomniane réznice moga by¢ wyrazone za pomocg odpowied-
nich statych skalujacych w definicji funkcji K. Monotonicznos$¢ wreszcie
wzgledem kazdej ze zmiennych z osobna odpowiada naturalnemu ocze-
kiwaniu, ze koszt podtrzymywania aktywnosci mieénia powinien rosnaé
wraz z wartoscia rozwijanej sity. Uwzglednienie tych zatozen (oraz kilku
innych dotyczacych regularnosci funkeji K, okreslonych dalej) i wprowa-
dzenie zmiennych
Fi

)
F:i,max

xT; =

gdzie Fj nax jest maksymalng sily, ktoéra moze rozwing¢ i-ty miesien, pro-
wadzi do funkcji kosztu o postaci

n

(1.2) K(x1,29,23,...,2,) :Zai-f(xi),

=1

gdzie z; sa zmiennymi rzeczywistymi (0 < z; < 1), a; — stalymi dodatni-
mi, f za$ jest rosnaca i wypukta analityczng funkcja rzeczywista okreslong
na przedziale [0, 1]. Zauwazmy, ze funkcja kosztu (1.2) jest naturalnym
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uogdlnieniem stosowanych obecnie w biomechanice tzw. potegowych funk-
cgi kosztu

(1.3) > i,

=1
gdzie p > 1.
Dla nowych zmiennych réwnanie (1.1) przyjmuje postaé
i=1

gdzie b; sg stalymi dodatnimi. Rozwazane w kontekscie wspoétdziatania
miesni zadanie optymalizacji warunkowej polega wiec teraz na poszuki-
waniu takich xy, z9, x3, . .., x,, ktére spetniaja réwnanie (1.4) i minimali-
zuja funkcje kosztu (1.2). Liczby x1, 29, x3, . . ., x,, odpowiadaja punktowi
stycznosci hiperptaszezyzny wyznaczonej przez réwnanie (1.4) z jedna
z hiperpowierzchni statej wartosci funkcji kosztu. Ilustracja dla przypad-
ku n = 2 znajduje si¢ na ryc. 1.2. W ten sposéb rodzina hiperptaszczyzn,

1

\| \|
0,8 0,8
0,6 0,6
X Xy
0,4 0,4
0,2 \ 0,2 \
0 0,2 0,4 0,6 0,8 0 0,2 0,4 0,6 0,8
X1 X1

-

1 1

Rycina 1.2
Punkt stycznosci prostej stalego momentu sity by - &1 + by - 290 = M
z jedna z krzywych statego kosztu K (x1,x9) = const dla dwbch roz-
nych wartosci M

indeksowana parametrem M z réwnania (1.4), poprzez ich punkty stycz-
nosci z hiperpowierzchniami statego kosztu definiuje funkcje

Ij = ZE](ZEZ)
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1

0,8
Rycina 1.3
0.6 Rodzina prostych stalego mo-
; mentu sily (indeksowana warto-
2 Scig tego momentu) wraz z rodzi-
04 na krzywych stalego kosztu (in-
deksowang wartoscia tego kosz-
0,2

tu) definiuja poprzez swoje punk-
ty stycznosci funkcje xo = zo(z1)

Ryc. 1.3 ilustruje to w przypadku n = 2. Funkcja kosztu okresla zatem
postaé wszystkich funkcji x; = x;(z;), a funkcje kosztu majace rézne ro-
dziny hiperpowierzchni stalego kosztu generuja rézne funkcje z; = x;(x;).
Dla n = 2 ilustruje to ryc. 1.4.

Zadanie polegajace na znalezieniu funkeji z; = z;(2;) na podsta-
wie funkcji kosztu K bedziemy nazywadé prostym zadaniem optymalizacyi.
Przy naszych zalozeniach ma ono jednoznaczne rozwigzanie. W konteks-
cie biomechaniki rozwigzanie tego zadania pozwala znalez¢ sity rozwijane
przez miesnie (ryc. 1.1), gdy znany jest wypadkowy moment sity w stawie
M oraz postac¢ funkcji kosztu K.

Zadanie odwrotne, zmierzajace do zrekonstruowania postaci funkcji
kosztu K na podstawie obrazu wspotdziatania miesni, czyli funkeji z; =
z;(z;), bedziemy nazywaé odwrotnym zadaniem optymalizacji. Nie ma
ono jednoznacznego rozwigzania, poniewaz np. dwie funkcje kosztu roz-
nigce sie o stalg addytywna badz multiplikatywna prowadza do takiego
samego obrazu wspotdziatania, a ogdlniej: funkcje kosztu generujace taka
sama rodzine hiperpowierzchni statego kosztu prowadza do takiego same-
go obrazu wspoéldziatania.

W dalszych czesciach pracy postaramy sie uzasadni¢ teze, ze dla roz-
wigzania odwrotnego zadania optymalizacji, czyli dla odtworzenia funkcji
kosztu (1.2) z opisang dokladnoscia, wystarczy zna¢ funkcje x; = z;(x;)
dla jednej tylko pary i,j (i # 7).

Aby sie o tym przekonaé, przeprowadzimy szczegbdtowo rozumowanie,
ktore zostato naszkicowane na ryc. 1.2, 1.3 1 1.4.
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0,6

0,4
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Rycina 1.4
Funkcja kosztu okresla funkcje xo = xo(z1)

Zadanie optymalizacji warunkowej funkeji kosztu (1.2) przy warun-
ku (1.4) mozna rozwiazaé¢ metodg nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a.
Polega ona na tym, ze zamiast poszukiwa¢ minimum funkcji (1.2) przy
warunku (1.4) szuka si¢ minimum, lecz juz bez zadnego dodatkowego
warunku, tzw. powiekszonej funkcji kosztu zaleznej od n + 1 zmiennych
T1, %2, L3, ..., Tp, A, & Wiec minimum funkcji

(1.5) gai~f<xi>+x (M—;bx)

gdzie zmienna A nazywa sie nieoznaczonym mnoznikiem Lagrange’a.

Warunkiem koniecznym dla minimalizowania wielkosci (1.5) przez
liczby x1, x9, T3, ..., T,, A jest zerowanie si¢ pochodnych czastkowych wy-
razenia (1.5) po kazdej ze zmiennych. Prowadzi to do n+ 1 réwnan, czyli
warunku (1.4) oraz uktadu n réwnan

(1.6) a; - f'(x;) = X+ b

dla ¢« = 1,2,...,n, w ktérych mnoznik A jest taki sam dla kazdego 1.
Wybierajac zatem dowolne ¢, j (i # j), otrzymamy uktad dwéch réwnan

a; - f'(x:i) = X-bi,

(17) aj - f'(x;) = A-by,
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z ktorego po wyeliminowaniu nieoznaczonego mnoznika Lagrange’a A do-
staniemy

ai'b

(1.8) flx;) = b] F(x).

aj~

Jak sugeruje ryc. 1.3, z; jest funkcja x;, rownanie (1.8) mozna wiec zapisac¢
W postaci
a; - bj

- f ().

aj~b2-

(1.9) 1 () =

Réwnanie (1.9) mozemy zatem interpretowaé jako réwnanie funkcyjne
zawierajace tylko jedna zmienna z; i dwie funkcje tej zmiennej: f'(x;)
oraz x; = x;(x;).

Aby tatwiej zidentyfikowaé rownanie (1.9), doprowadZzmy je do stan-
dardowej postaci, wprowadzajac oznaczenia

v=uw;, g(z)=[f(z), si= " _ hij (@) = ().
Zalezno$é (1.9) przyjmie wtedy forme

(1.10) g(hij(x)) = s;; - 9(x),

w ktérej mozna rozpoznaé réwnanie funkcyjne Schrodera ([22], [17]-[19]),
wigzace ze sobg dwie funkcje: funkcje g bedaca pochodng funkcji f uzy-
tej w definicji funkcji kosztu (1.2) oraz funkcje h;; przedstawiajaca za-
leznosé funkeyjng miedzy wzglednymi sitami (tzn. odniesionymi do sity
maksymalnej) dwdch sposréd n miesni o indeksach i, j, zaangazowanych
w generowanie momentu sity M.
Niektore relacje miedzy funkcjami h;; wynikajg wprost z ich definicji,
na przyktad
hij — h;il,
gdzie hj_i1 oznacza funkcje odwrotng do hj;, inne zas wigza si¢ z faktem,
ze wszystkie te funkcje sa rozwigzaniami tego samego prostego zadania
minimalizacji funkcji kosztu (1.2) przy warunku (1.4). Poniewaz, jak po-
kazuja relacje (1.5)—(1.10), to zadanie optymalizacji warunkowej moze by¢
sprowadzone do pewnego problemu zwigzanego z rownaniem funkcyjnym
Schrodera, wige wspolng cechg wszystkich funkcji h;; staje sie rowniez ich
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zwiazek poprzez to rownanie z jedng funkcjg g, bedaca pochodng funkcji f
uzytej w definicji funkcji kosztu (1.2).

Warto zbada¢ konsekwencje tego zwigzku. Otoz z zatozen poczynio-
nych wczesniej wynika, ze funkcja ¢ jest odwracalna, mozna wiec napisaé

(1.11) hij(z) = g’l(sij -g(fv))-

Funkcja h;; jest zatem jednoznacznie okreslona przez funkcje g, a wieci f,
a przeto i K z réownania (1.2). Ponadto, zlozenie dwoch takich funkcji,
np. h;j i hy , okreslonych przez réwnanie (1.11) mnoznikami s;; 1 sy, jest
réwniez funkcja okreslona przez (1.11), a odpowiednim mnoznikiem jest
w takim przypadku liczba s;; - sp;. Ten ostatni fakt wynika z réwnosci

(1.12) b (@) =7 (s 9 (b)) ) =
=gt <sij -g(g1 (Skl . 9(@))) =

= g_l(sij * Ski ~g(x)),

z ktorej tez wnioskujemy, ze wszystkie funkcje h;; (1 < 7,7 < n) moga by¢
otrzymane jako tzw. ciagle iteracje (iteracje o ciagtym indeksie) z jednej
z nich, czyli ze naleza one do ciggtej grupy iteracji generowanej przez
jedng z nich. Ten fakt jest oczywisty w przypadku potegowych funkcji
kosztu, czyli takich jak (1.3), rozwazanych w tym kontekscie od czasu
opublikowania pracy Crowninshielda i Branda [6]. Dla takich bowiem
funkcji kosztu otrzymuje sie liniowe wspoétdziatanie miesni, czyli funkcje
hi; o postaci
hw(l') =G+ T,

gdzie ¢;; nie zalezg od z. Jednak w przypadku dowolnej funkeji kosztu K
okreslonej przez réwnosé (1.2) i spelniajacej poczynione wezesniej zato-
zenia fakt ten jest mniej oczywisty i przez to bardziej interesujacy.

To spostrzezenie wymaga jednak komentarza, ktory wigze sie z pew-
nym milczaco przyjetym tu zatozeniem. Rzecz mianowicie w tym, ze po-
wyzszy wniosek, dotyczacy przynaleznosci wszystkich funkcji h;; do jednej
ciggtej grupy iteracji, jest prawomocny, jesli we wszystkich réwnaniach
postaci (1.11) chodzi doktadnie o te sama funkcje g, mimo ze funkcje
hi; 1 mnozniki s;; sa na ogét rézne dla réznych par 7, j. Problem do-
tyczy zatem kwestii jednoznacznosci rozwigzania réwnania funkcyjnego
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Schrodera (1.10), rozumianego jako réwnanie zawierajace jedna znang
funkcje h;j, jeden znany mnoznik s;; i jedna funkcje poszukiwang g.
Przypomnijmy tu gltowne fakty dotyczace rozwiazan réwnania funk-
cyjnego Schrodera. Ot6z zagadnienie istnienia i jednoznaczno$ci rozwig-
zan tego réwnania zostalo najpierw [16] rozstrzygniete przy pewnych
szczegoOlnych zatozeniach dotyczacych funkcji h;;. Zgodnie z nimi funkcja
hi; (jak i funkcja g) jest analityczna funkcja zespolona zmiennej zespolo-
nej. Ponadto funkcja h;; ma punkt staly nalezacy do jej dziedziny, tzn.

dla pewnego x
h”(l') =,

przy czym dla uproszczenia rozwazan zwykle umieszcza sie ten punkt
W zerze,

hU(O) == 0,
a jej pochodna w tym punkcie spelia nieréwnosé
/
0 < hy;(0) <1,

co oznacza, ze jest to dla funkcji h;; tzw. punkt staty przyciggajacy, ale
nie nadprzyciagajacy, jak bytoby w przypadku gdy

h"IL](O) = 07
ani obojetny, jak bytoby w przypadku gdy
h;j(O) =1.

Wyniki dotyczace istnienia, jednoznacznosci i zachowania rozwiazan row-
nania Schrodera przy tych zatozeniach naleza do najbardziej klasycznych
zwigzanych z tym rownaniem; od nich wtasciwie rozpoczyna sie cata hi-
storia teorii iteracji i dynamiki nieliniowej [10].
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1.1. Rozwigzanie odwrotnego zadania optymalizacji
z wykorzystaniem formuly Koenigsa

Najwazniejsze twierdzenie o analitycznych rozwiazaniach rownania Schro-
dera (1.10) udowodnil matematyk francuski Gabriel Koenigs [16, 18, 19]
i dlatego réwnanie to bywa niekiedy nazywane rownaniem Schrodera—
Koenigsa 28] lub nawet réwnaniem Koenigsa [12]. Samo twierdzenie zas
kojarzone jest juz wytacznie z nazwiskiem Gabriela Koenigsa. Stwierdza
ono, ze w réwnaniu

(1.13) g(h(z)) =s-g(x)

funkcja g jest okreslona z doktadnoscig do potegowania o wyktadniku na-
turalnym i mnozenia przez stata i ze jego podstawowe rozwigzanie moz-
na skonstruowa¢ w pewnym otoczeniu punktu statego jako granice cig-
gu kolejnych iteracji funkcji h, normowanych przez potegi jej pochodnej
w punkcie statym:

(1.14) g(x) = lim

Symbol h,,(x) w (1.14) nalezy rozumie¢ jako m-ta iteracje funkcji h,
tzn. ze

ho(z) =z, hi(x) =h(x), hy(x) = h(hn(x))

dla kazdej liczby naturalnej n.

Dos¢ tatwo mozna sie przekonaé, ze funkcja okreslona przez formu-
te (1.14), gdzie kolejne iteracje sa dzielone przez kolejne potegi pewnej
liczby, powinna spetnia¢ réwnanie Schrodera. Rozwazmy bowiem

hn(x)

Sn

(1.15) gn(x) =

Dla kazdej liczby naturalnej mozemy napisac

h,(h(x (z nat (T
(116)  gu(h(x) = (S,f ) _ L )

Ciagi funkeyjne g, (z) i gn+1(2) réznia sie tylko pierwszym wyrazem, wiec
zbieznos¢ jednego z nich pociaga za soba zbieznos¢ drugiego. Co wiecej,
jesli sa zbiezne, to ich granice sa sobie réwne. Tak wiec na podstawie (1.16)
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mozemy stwierdzi¢, ze granica wyrazenia (1.15), jesli istnieje i jest skon-
czona, definiuje funkcje spetniajaca réwnanie Schrodera (1.13). Problem
jednak w tym, ze wprawdzie formalnie granica wyrazenia (1.15) spetnia
réwnanie (1.13), to jednak jej istnienie i skoniczono$¢ zapewnione sa tylko
przy bardzo szczegblnej wartosci czynnika normujacego s. Koenigs [16]
udowodnit, ze dla istnienia i skonczonosci tej granicy konieczne jest, aby

(1.17) s = 1'(0).

Widaé wiec, ze rozwiazanie podstawowe (1.14) réwnania Schrédera (1.13)
odpowiada mnoznikowi s w (1.13) réwnemu pochodnej funkcji b w punk-
cie statym:

(1.18) g(h(x)) = 1 (0) - g(x).

Rozwiazanie réwnania (1.13) z mnoznikiem s niespeliajacym (1.17) moze
by¢ otrzymane z rozwiazania podstawowego (1.14) przez potegowanie:

(119) g(l‘) = gpodst(x)pa

gdzie gpoast(2) jest zdefiniowane przez (1.14), a wyktadnik potegi p jest
dany wzorem

 log(s)
log (h’(O)) 7

gdzie log oznacza funkcje logarytmiczna o niesprecyzowanej (ale jednako-
wej w liczniku i mianowniku) podstawie; moze to by¢ np. logarytm natu-
ralny badz dziesietny. Jednoczesna zmiana podstawy w liczniku i mianow-
niku nie zmienia wartosci ilorazu (1.20), gdyz sprowadza sie do mnozenia
licznika i mianownika przez te sama liczbe.

W tym miejscu konieczny wydaje sie krotki komentarz o zasadno-
sci formut (1.19) i (1.20). Ot6z w oryginalnym sformutowaniu Koenig-
sa [16] rzecz dotyczy rozwiazan réwnania Schrodera (1.13), ktére sg funk-
cjami (zmiennej zespolonej o wartosciach zespolonych) holomorficznymi
lub meromorficznymi w pewnym otoczeniu punktu statego funkcji h. Kaz-
de takie rozwigzanie rézni sie jedynie czynnikiem multiplikatywnym od
funkeji gpoast, okreslonej przez granice (1.14), podniesionej do pewnej po-
tegi catkowitej dodatniej lub ujemnej ([16], s. 17, twierdzenie IV). Potega

(1.20) P
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dodatnia odpowiada rozwigzaniu holomorficznemu, potega ujemna — me-
romorficznemu. Mozna wiec powiedzie¢, ze réwnanie (1.13) ma niezerowe
rozwigzania wsrod funkeji holomorficznych badz meromorficznych w oto-
czeniu punktu statego tej funkeji jedynie wtedy, gdy s w (1.13) jest réwne
pochodnej funkcji h w punkcie statym, podniesionej do pewnej catkowi-
tej potegi, lub — réwnowaznie — gdy (1.20) jest liczba catkowita dodatnia
albo ujemna.

Wydaje sig, ze nieistnienie niezerowych rozwigzan réwnania (1.13)
dla niecatkowitych mnoznikow s wynika z poszukiwania ich jedynie wsrod
funkcji holomorficznych badz meromorficznych. Tymczasem w zastosowa-
niu opisywanym w tej pracy, zgodnie z zatozeniami przyjetymi wczesniej,
zarowno funkcja h, jak i poszukiwane rozwiazanie réwnania Schrodera g
sa analitycznymi funkcjami rzeczywistymi zmiennej rzeczywistej, dla nich
wiec trudnosci wprowadzane przez podnoszenie do niecatkowitej potegi,
takie jak pojawienie si¢ niejednoznacznosci funkcji, nie maja znaczenia.
Dlatego tez mozna sie spodziewac, ze przy braku ograniczen przyjetych
przez Koenigsa i poszukiwaniu rozwiazan réwnania (1.13) wéréd anali-
tycznych funkcji rzeczywistych okreslonych na przedziale (0, 1) rozwiaza-
nie takie (jedyne z doktadnoscia do mnozenia przez liczbe) znajdzie sie dla
kazdej rzeczywistej wartosci s, a zatem wyktadnik p w formutach (1.19)
i (1.20) bedzie mégt przyjmowaé dowolne wartosci rzeczywiste, nie tylko
catkowite jak u Koenigsa [16].

Aby oceni¢ ewentualne trudnosci, ktore mogtyby wyniknaé¢ z niecatko-
witej potegi p w (1.19) i (1.20), przeprowadZmy nastepujace rozumowanie.

Poniewaz dla funkcji gpoast () okreslonej za pomoca (1.14) mamy

(121) gpodst(o) = 07 gll)odst(o) = 17
mozna ja wiec przedstawi¢ w postaci
(1.22) podst () = 7 - q(),

gdzie q(x) jest pewna analityczng funkcja rzeczywista speliajaca waru-
nek ¢(0) = 1. Wtedy mamy tez

(1.23) Ipodst ()! = a¥ - q(x)",

ale poniewaz ¢(z) jest dodatnie dla wszystkich x z pewnego dostatecznie
malego otoczenia zera, wiec ewentualne problemy z analitycznosciag funk-
cji g(x) w (1.19) — mogace pojawi¢ sie w przypadku niecatkowitych poteg
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p — dotycza jedynie czynnika zP i punktu x = 0; dla dostatecznie ma-
tej dodatniej liczby rzeczywistej a funkcja g(z) w (1.19) jest analityczna
w przedziale (0, a).

Wracajac do watku opuszczonego po sformutowaniu réwnania (1.20),
mozna powiedzie¢, ze najprostszym sposobem zapewnienia, aby wszystkie
funkcje h;; okreslone przez (1.11) nalezaly do tej samej grupy iteracji, jest
sprawienie, zeby rozwiazaniem kazdego z réwnan (1.10) byto rozwiazanie
podstawowe. Aby jednak tak sie stalo, konieczna jest rownosé

Sij = h;j(o)

dla kazdej pary t,7. Mozna to osiggna¢, dobierajac odpowiednio stale
a;,a; w (1.2) 1 (1.9). Ta droga otrzymuje sie zarazem najbardziej regu-
larne zachowanie sie funkcji g(z) w okolicy jej punktu statego, z defini-
cji (1.14) wynikaja bowiem réwnosci (1.21), czyli g(z) zachowuje sie w
okolicy zera podobnie do x. Ten ostatni warunek nie jest oczywiscie spet-
niony, gdy nie jest speliona réwnos¢ (1.17). Aby sie o tym przekonac,
zrozniczkujmy wzgledem z obie strony réwnania (1.13). Mozemy to zro-
bi¢ w kazdym punkcie x nalezacym do przedziatu otwartego (0, a), gdzie
a jest dostatecznie maltg dodatnia liczbg rzeczywista, poniewaz w tym
przedziale zaréwno funkcja h(z), jak i funkcja g(x) sa analityczne, o czym
przekonali$my sie rozpatrujac rozklad (1.23). W rezultacie otrzymujemy

(1.24) g’(h(x)) W (x) =s-9¢'(x).

Sprawdzmy teraz, czy mozna pogodzi¢ zachowanie si¢ funkcji g(z) w oko-
licy zera podobnie do z, czyli istnienie skoniczonej pochodnej ¢'(0), z nie-
spetnianiem réwnosci (1.17). W tym celu zalézmy, ze (1.17) nie jest spel-
nione i pochodna ¢'(0) istnieje i jest skonczona, tzn.

0<¢'(0) < 0.

Przy tych zalozeniach mozliwe jest wykonanie w (1.24) przejscia granicz-
nego r — 0, co wobec faktu, iz zero jest punktem stalym funkcji A,
prowadzi do wniosku, ze

(1.25) g(0)- 1(0) = 5- ¢(0).

Réwnosé (1.25) mozna obustronnie podzielié¢ przez ¢’'(0), co prowadzi
do (1.17) — niezgodnie z przyjetym zatozeniem. Oznacza to, ze gdy nie
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jest spelniona réwnosé (1.17), funkcja g(x), bedaca analitycznym w prze-
dziale (0, a) rozwigzaniem réwnania Schrodera (1.13), nie moze mieé¢ dla
x = 0 skoficzonej pochodnej. Faktycznie, przyjrzenie sie rozktadowi (1.23)
prowadzi do wniosku, ze g(x) zachowuje siec w okolicy zera jak xP, wiec
dla p > 1 mamy ¢'(0) =0, a dla p < 1 otrzymujemy

lim g (x) = 0.

Widzimy wiec, ze dobierajac odpowiednio state a; w (1.2) i (1.9), mo-
zemy uwazaé rozwigzanie podstawowe (1.14) réwnania (1.10) za rozwia-
zanie odwrotnego zadania optymalizacji zwiazanego z wyrazeniami (1.2)
i (1.4) w tym sensie, ze wyrazenie (1.14) okresla, z doktadnoscia do stalej
multiplikatywnej, pochodng funkcji f zawartej w (1.2). Sama wiec funk-
cje f mozna znalezé przez catkowanie funkeji g zdefiniowanej przez (1.14),
przy czym naturalnym wyborem dla addytywnej statej catkowania wyda-
je sie warto$¢ zero, poniewaz powinna ona odpowiadaé kosztowi K przy
zerowej sile rozwijanej przez miesien. Zatem najbardziej regularne, je-
§li chodzi o zachowanie sie w okolicy punktu statego (zera), rozwiazanie
odwrotnego zadania optymalizacji — rozumiane jako okreslenie funkcji f
w definicji funkeji kosztu (1.2) — otrzymujemy w postaci

(1.26) f(z) = 7 lim /n(9)

R R0y

Poniewaz rozwiazanie podstawowe (1.14) réwnania Schrodera (1.13) za-
chowuje sie w okolicy zera podobnie do z, wiec (1.26) jako catka z (1.14)
zachowuje sie w okolicy zera podobnie do %952.

W tym miejscu warto sie zastanowic¢, czy zawsze mozliwe jest dobranie
statych a; w (1.2) i (1.9) tak, aby speliona byta réwnosé

Sij = hgj(o)

dla kazdej pary i, j. Sprawdzmy, ile jest niezaleznych funkcji h;;. Przy
liczbie wspoéldziatajacych miesni n liczba funkeji h;; wynosi n?. Sposrod
nich musimy wykluczy¢ n funkcji tozsamosciowych h;;, a z pozostatych
n? — n wzigé tylko potowe, bo mamy tu do czynienia z parami funkcji
wzajemnie odwrotnych i w kazdej takiej parze tylko jedna funkcja spetnia
warunek

0 < hy;(0) < 1.
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Otrzymujemy zatem

(1.27) %(nZ —n)

niezaleznych funkcji h;j;, dla ktérych musimy tak dobra¢ mnozniki

w rownaniach (1.10), aby spetnione byty réwnosci
sij = hi;(0).

Dysponujac n stalymi a; w (1.2), mozemy uzyskaé¢ n — 1 niezaleznych
statych s;; w (1.10). Wida¢ wiec, ze dla n = 2 wspoéldziatajacych miesni,
rozwigzujac odwrotne zadanie optymalizacji, mozna zawsze tak dobrac
stale w definicji funkcji kosztu (1.2), ze uzyska sie jednorodng funkcje
kosztu. Juz jednak dla n = 3 i wiekszej liczby wspotdziatajacych miesni
nie mozna w ogélnosci spetic wszystkich warunkéw s;; = hi;(0) i dlatego
w takich sytuacjach poszukiwana funkcja kosztu na ogoét nie bedzie mogta
by¢ jednorodna.

1.2. Rozwigzanie odwrotnego zadania optymalizacji
z wykorzystaniem rozwiniecia w szereg

potegowy

Proponowana w tej pracy metoda rozwigzania odwrotnego zadania opty-
malizacji polega na sprowadzeniu go do problemu rozwigzania réwnania
funkcyjnego Schrodera, opiera sie zatem na znanych metodach rozwia-
zywania tego rownania. Po oméwieniu metody wykorzystania do tego
celu formuty Koenigsa (1.14) skupimy sie teraz na rozwazeniu mozliwosci
uzycia alternatywnego sposobu konstruowania rozwiazania podstawowe-
go rownania Schrodera. Zamiast stosowania normalizowanego ciggu ite-
racji (1.14) korzysta sie tu z mozliwosci rozwiniecia w szereg potegowy
zaréwno funkcji danej, jak i funkcji poszukiwanej. Dopuszczalnosé do-
konania takiego rozwiniecia wynika z zalozenia o analitycznosci obu tych
funkcji, rozumianych jako funkcje rzeczywiste zmiennej rzeczywistej. Pro-
blem rozwiagzania réwnania Schrodera polega wiec teraz na okresleniu
ciggu wspotezynnikow szeregu potegowego funkcji poszukiwanej na pod-
stawie ciggu wspotczynnikéw szeregu potegowego funkeji danej.
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Zacznijmy od przedstawienia w ten sposob funkcji A, interpretowane;j
jako obraz wspoétdziatania miesni:

(1.28) h(x):Zhi-xi:hl-x+h2-x2+h3-x3+...

=1

Brak w rozwinieciu (1.28) wyrazu wolnego oznacza, ze funkcja h ma punkt
staly w zerze, a poniewaz pochodna funkcji okreslonej przez (1.28) w zerze
jest hi, wiec warunek na wartos¢ pochodnej funkcji h w zerze przyjmuje
teraz posta¢ 0 < hy < 1.

Napiszmy analogiczne rozwiniecie dla funkcji g bedacej rozwiazaniem
podstawowym réwnania Schrodera (1.13). Rozwiniecie to ma postaé

(1.29) g(x):x+Zgi~xi:x+gg-x2+g3~x3+...
i=2

Z postaci rozwiniecia (1.29) wida¢ od razu, ze chodzi tutaj o rozwiazanie
podstawowe zdefiniowane réwniez przez wzor Koenigsa (1.14). Widaé to
stad, ze brakuje tu wyrazu wolnego, co oznacza, ze funkcja (1.29) ma
punkt staly w zerze, a wyraz liniowy w zmiennej x ma posta¢ po prostu
x, czyli pochodna funkeji (1.29) w zerze wynosi 1, jak wlasnie powinno
by¢ dla rozwiazania podstawowego, ktére musi spelnia¢ warunek (1.21).

Rozwigzanie rownania Schrodera tg metodg polega na podstawieniu
formut (1.28) i (1.29) do réwnania (1.13) i rekurencyjnym wyrazeniu
kolejnych wspétezynnikéw rozwiniecia funkeji poszukiwanej (1.29) przez
wspélezynniki rozwiniecia funkeji znanej (1.28). Wyprowadzanie wzordéw
na kolejne wspotczynniki mozna zautomatyzowaé, dzieki czemu mozna
szybko obliczy¢ nawet kilkadziesigt pierwszych wspotczynnikéw, co jest
wystarczajace do budowy nawet do$¢ doktadnej metody numeryczne;j.
Podczas realizacji tej pracy opracowano taka metode numeryczng, korzy-
stajaca ze specjalnie napisanego programu wykonujacego szereg operacji
przeksztalcen symbolicznych i w efekcie generujacego formuty na kolejne
wspélezynniki rozwiniecia (1.29) na podstawie rozwiniecia (1.28). Pro-
gram ten jest w stanie generowa¢ wspomniane wzory w mozliwym do
zaakceptowania czasie dla okoto 30 pierwszych wspoétczynnikow, jednak
ze wzgledu na rozmiar tych formut cytujemy je tylko dla n od 1 do 4:
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g1 =1,
ho
hy — hQ7
2h2 + hs — hihs
(=14 h)?hi (14 hy)’
(145h3)hs + hy (24 3hy— Bh2)hahg+ (1 —hy)?hy (14 hy)hy
(1= h1)3h3(1+ hy)(1+ hy + h3) '

g2 =
(1.30)

g3 =

g4 =

We wzorach (1.30) mozna zauwazy¢ pewne prawidlowosci. Oprocz tej
najbardziej rzucajgcej sie w oczy, jakosciowej, sprowadzajacej sie do spo-
strzezenia, ze staja sie one coraz bardziej skomplikowane wraz ze wzro-
stem numeru wspotcezynnika, jest tez taka, ze n-ty wspotezynnik w rozwi-
nieciu (1.29) zalezy jedynie od wspolezynnikéw rozwiniecia (1.28) o nu-
merach od 1 do n, a nie od wyzszych. Pierwszych kilka wspotczynnikow
mozna wiec obliczy¢ na podstawie stosunkowo prostych formut i czesto
tych kilka pierwszych wyrazéw wystarcza do uzyskania nieztego przybli-
zenia Scistego rozwigzania.

Ksztalt tych formut pokazuje, ze maja one sens jedynie wtedy, gdy
wspélezynnik hy w (1.28), réwny wartosci pochodnej funkcji h w zerze,
jest rozny od 01 od 1. Jest to wiec warunek podobny do tego, ktory wy-
stepuje w twierdzeniu Koenigsa [16, 18]; obie oméwione tu metody uzy-
skania rozwiazania réwnania Schrodera dziataja wiec, jesli 0 < A'(0) < 1,
czyli gdy punkt staty funkcji h jest punktem przyciggajacym, ale nie
nadprzyciggajacym lub obojetnym.

Ze wzgledu na postaé rozwiniecia (1.29), a zwlaszcza na fakt, ze wspot-
czynnik przy wyrazie liniowym w (1.29) wynosi 1, catka funkeji g(z), czyli
funkcja f(z) wystepujaca w formule (1.2) definiujacej funkcje kosztu K,
zachowuje sie w okolicy zera Jak 222, Ogblnie, biorgc pod uwage, ze

(1.31) fz) = /g(y)dy = /(y + igi y')dy =

1 e . 1 oo ra
=5x2+/zg¢~yzdy=§x2+29i-/yzdy=
0 1=2 =2 0

1 2

2
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na podstawie (1.30) mozna tatwo obliczy¢ kilka pierwszych wspotezynni-
kéw rozwiniecia funkcji f w szereg potegowy. Otrzymuje sie wtedy

fl - 07
1
f2 - 57
ha
1.32 L
(32) Js = 50, — )
P 2h2 + hy — hihs
4(=1 4 h1)2hi (1 + hy)’
f = (1 +5R2) B3+ hy (2 + 3hy — 5h2) hohs + (1 — hy)2hy (14 ha)ha
L=

5(1 — h1)3h3(1+ hy)(1+ hy + h3) ’

co pozwala wyrazi¢ funkcje f, okreslajaca funkcje kosztu (1.2), jako sume
szeregu potegowego zawierajaca explicite formuty na wspotczynniki przy
x podniesionym do potegi od 1 do 5, wyrazone przez wspotczynniki od 1.
do 4. rozwiniecia (1.28) funkeji h opisujacej wspotdziatanie miesni:

ha 205 +hs —hihs 4
)

1
(1.33) f(z) = 52" + 3(h — 13)" " A(—1+ hy)2hi (1 + Iy

(1 + 5h2)h3 + hi(2 4 3hy — 5h3)hohs + (1 — hy)?hy (1 + hl)h4x5+
5(1 — hy)3h3(1 + hy)(1 + hy + h?)

i—6 U

Formuta ta stanowi — otrzymany metoda rozwiniecia w szereg potegowy
— odpowiednik wzoru (1.26) wynikajacego z twierdzenia Koenigsa. Oba
wzory, (1.26) i (1.33), przedstawiaja oczywiscie te sama funkcje f. Dla
unikniecia nieporozumien warto pamieta¢, ze we wzorach tych inne jest
znaczenie symbolu h,: w (1.26) oznacza on n-ta iteracje funkcji h, na-
tomiast w (1.33) jest to wspotezynnik przy = w rozwinieciu funkcji h
W szereg potegowy.
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Przyblizone rozwigzanie
odwrotnego zadania
optymalizacji

Formuta (1.26), przedstawiajaca rozwiazanie odwrotnego zadania
optymalizacji, wymaga znalezienia granicy ciggu kolejnych iteracji funk-
cji h wyrazajacej wzorzec wspotdziatania miedzy dwoma wybranymi mie-
sniami. W niektorych rzadkich wypadkach mozna zrealizowaé to przejscie
graniczne w sposob scisty i wtedy uzyskuje sie analityczne formuty bedace
rozwigzaniem odwrotnego zadania optymalizacji. Zilustrujemy to w na-
stepnym rozdziale.

Teraz jednak zajmiemy sie sytuacjg majaca miejsce nieporownanie
czesciej, a mianowicie taka, w ktorej takich Scistych wzorow nie mozna
znalez¢ i trzeba sie zadowoli¢ przyblizonym rozwigzaniem numerycznym.
Jesli metoda otrzymywania takiego rozwigzania jest skonstruowana po-
prawnie, to powinno by¢ mozliwe za jej pomoca uzyskanie rozwigzania
przyblizonego dowolnie bliskiego rozwiazaniu Scistemu, wiec z praktycz-
nego punktu widzenia rozwigzanie numeryczne nie musi by¢ mniej uzy-
teczne od rozwigzania analitycznego.

Omowione w koncu poprzedniego rozdziatu dwa sposoby otrzymania
rozwiazania podstawowego réwnania funkcyjnego Schrodera moga stano-
wi¢ punkt wyjscia do sformutowania dwoch metod przyblizonego rozwia-
zania tego réwnania, a wiec réwniez przyblizonego rozwigzania odwrotne-
go zadania optymalizacji. W pierwszej z nich, zwiazanej z formuta (1.14),
naturalnym oczekiwaniem jest, ze zatrzymanie iteracji na pewnym skon-
czonym indeksie n zdefiniuje funkcje niewiele réznigca sie od funkeji gra-
nicznej. W drugiej, podobnie, mozna mie¢ nadzieje, przynajmniej w ob-
szarze zbieznosci odpowiednich szeregéw potegowych, ze ograniczenie si¢
do pewnej skoniczonej liczby n poczatkowych wyrazéw w (1.28) i (1.29)
sprawi, ze formuta (1.29) zdefiniuje funkcje bliska rozwiazaniu podstawo-
wemu rownania Schrodera. W obu przypadkach praktyczna uzytecznosé
metody numerycznej wymaga, aby liczba n mogta by¢ stosunkowo nie-
wielka.
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Warto w tym miejscu zwroci¢ uwage na fakt, ze sposob zblizania sie
rozwigzania przyblizonego do rozwigzania $cistego jest nieco inny w kaz-
dej z tych dwoch szkicowanych metod. W metodzie opartej na formule
Koenigsa (1.14) przyblizanie odbywa sie niejako globalnie i kolejne itera-
cje w sposob jednostajny zmierzajg do rozwigzania Scistego. Natomiast
w metodzie opartej na rekurencyjnym poszukiwaniu wspotczynnikow roz-
winiecia (formuty (1.28), (1.29), (1.30)) oblicza si¢ kolejne wspoétezynniki
i te juz obliczone sa doktadnie takie, jak te, ktore charakteryzuja rozwia-
zanie $ciste, tyle ze znamy sposrod nich tylko kilka pierwszych i z braku
W rozwinieciu pozostatych wyrazow wynika réznica miedzy naszym przy-
blizeniem a rozwigzaniem dokladnym.

Przesledzimy teraz nieco doktadniej roznice miedzy rozwigzaniami $ci-
stymi i przyblizonymi réwnania Schrodera, ilustrujac je przebiegami od-
powiednich funkcji i pamigtajac, ze zgodnie z rozwazaniami z poprzed-
niego rozdzialu zauwazone prawidtowosci beda miaty znaczenie réwniez
dla rozwiazania odwrotnego zadania optymalizacji.

Pokazemy, jak rozwigza¢ odwrotne zadanie optymalizacji metoda nu-
meryczng oparta na formule (1.14). Prosty schemat numeryczny uzyska-
nia rozwiazania przyblizonego polega tu na tym, ze zamiast Scistej grani-
cy (1.14) bierzemy pod uwage n-ta iteracje funkcji h i dzielimy ja przez
n-ta potege jej pochodnej w zerze. Mozna to wykona¢ bardzo efektywnie
za pomocg odpowiedniego programu komputerowego.

Rozpocznijmy od zalozenia przebiegu pewnej funkcji h, ktora w inter-
pretacji biomechanicznej nalezy rozumie¢ jako obraz wspotdziatania mie-
$ni. Postuzymy sie tutaj realistycznym, nieliniowym schematem wspot-
dziatania mieéni kota podczas lokomocji [14, 15, 4]. Ryc. 2.1 przedstawia
zaleznos¢ miedzy sita miesnia ptaszezkowatego (m. soleus) a sita miesnia
brzuchatego tydki (m. gastrocnemius) u swobodnie poruszajacego sie kota
(krzywa wznoszaca sie wykresu odpowiadajacego predkosci 2,4 m/s). Jest
to jednoczesnie przebieg funkcji h wystepujacej w (1.13) jako funkcja zna-
na. Funkcje te aproksymowano wielomianem szostego stopnia

h(z) = 0,8048 - 4+ 0,094 - 2> — 13,91 - 2° + 46,29 - 2*—
11
—54,5-2° +21,92-2° + (O()) .
Rozwiazanie odwrotnego zadania optymalizacji wymaga dokonania

przejécia granicznego zgodnie z formuta Koenigsa (1.14). Na ryc. 2.2 poka-
zujemy proces znajdowania kolejnych iteracji funkcji A normalizowanych
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Rycina 2.1

Obraz wspoéldziatania (funkcja h)
mieénia plaszczkowatego i mies-
nia brzuchatego tydki u swobod-
nie poruszajacego sie¢ kota. Si-
ty wzgledne na tle identycznosci
x9 = x1. Na podstawie [14]

potegami jej pochodnej w zerze. Na tej rycinie tatwo zauwazy¢, jak szyb-
ko osiagana jest granica (1.14), z przedstawionych na niej przebiegdéw az
100 pierwszych iteracji wida¢ bowiem oddzielnie jedynie 9 pierwszych.
Drziesiagta iteracja jest juz praktycznie nie do odrdznienia od przebiegu
granicznego. Mamy wiec do czynienia z bardzo sprawna metoda nume-
ryczng, dajaca szybko $wietne przyblizenie rozwigzania Scistego.

pochodna funkcji kosztu: g(x)

Rycina 2.2

Przebieg kolejnych normalizowa-
nych iteracji funkcji A na drodze
do granicy Koenigsa (1.14)

Oczywiscie nie mozna numerycznie dowie$¢ zbieznosci ciagu funkcyj-
nego, jednak zachowanie sie wykreséw kolejnych normalizowanych iteracji
funkeji h na ryc. 2.2 jest zgodne z faktem istnienia granicy (1.14) gwaran-
towanym przez twierdzenie Koenigsa. Na ryc. 2.2 mozna nawet zobaczy¢
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wykres tej granicznej funkcji, mimo ze w ogdélnym wypadku nie mozemy
dla niej uzyskaé¢ formuty analitycznej.

Ksztalt kolejnych przyblizen funkcji f, obliczonych przez catkowanie
funkcji g z ryc. 2.2, ilustruje ryc. 2.3. Podobnie jak na ryc. 2.2 przedsta-

0,2

<015
% Rycina 2.3
g o1 Przebiegi funkcji f obliczonych
§ przez catkowanie funkcji g
S 0,05 7 ryc. 2.2
0

wiono tutaj az 100 kolejnych przyblizen rozwigzania Scistego, z ktérych
jako r6zne mozna dostrzec jedynie 10 pierwszych.

Dla sprawdzenia, czy graniczna funkcja spetnia rownanie funkcyjne
Schrodera, konieczny jest jeszcze test zachowania sie wyrazenia

g(h())
glx)
Jesli bowiem ¢ spelnia réwnanie (1.13), to wyrazenie to nie powinno za-
leze¢ od x; powinno ono by¢ rowne stalemu mnoznikowi s z réwnania
Schrodera, ktory w przypadku rozwigzania podstawowego spetlia réow-
nos¢é
s = h'(0).
Wynik sprawdzianu przedstawia ryc. 2.4, na ktérej umieszczono wy-
kresy funkcji

gn(h(z))
gn()
dla n = 0,1,2,...,100. W formule tej g,(z) rozumiane jest zgodnie
z (1.15). Jedynie 10 pierwszych krzywych mozemy zobaczy¢ jako réz-
ne od linii poziomej, co sugeruje, ze réwnanie Schrodera spetnione jest
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z duzg doktadnoscig przez funkcje graniczng, a nawet jej przyblizenia
odpowiadajace catkiem niskim wartosciom n, jak np. n = 20. Podob-
nej doktadnosci mozna sie zatem spodziewa¢ rowniez dla przyblizonego
rozwigzania odpowiedniego odwrotnego zadania optymalizacji.

0,9

0.8 S = 8(x)

0,7
Rycina 2.4

06 Test dokladnosci spelniania réw-

= nania Schrodera (1.13) dla kolej-

0,5 nych przyblizen rozwigzania $ci-
stego

0,4 n=0 n=1

0,3

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

7, wezesniejszych rozwazan wynika, ze istotg pomystu Koenigsa, jesli
chodzi o rozwiazanie rownania Schrodera, byto umiejetne normalizowanie
kolejnych iteracji funkcji h w (1.14). Zapewnia to istnienie i skoriczonosé
wystepujacej tam granicy, dzieki czemu formuta (1.14) definiuje dobrze
okreslong funkcje, co wtasnie ilustruje ryc. 2.2.

0,25
*E 0,2 ,,Q /,v\ S
38 N Q S
x
30,15
= .
S Rycina 2.5
£ o1 Efekt zbyt duzej normy w formule
£ Koenigsa (1.14)
20,05

0
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Sprawdzmy jednak, jak zachowaja sie kolejne wyrazy ciagu funkcyjne-
go, ktorego granica wyznaczana jest w (1.14), gdy nieznacznie zwiekszymy
wartos¢ czynnika normujacego.

Zilustrowano to na ryc. 2.5. Wida¢ na niej, ze kilka pierwszych iteracji
zachowuje sie podobnie jak na ryc. 2.2, jednak przy dalszych iteracjach
mamy do czynienia z powolnym, ale zdecydowanym zmierzaniem ciggu
iteracji do granicy zerowej.

Gdy natomiast nieznacznie zmniejszymy warto$¢ czynnika normuja-
cego, ponizej wartosci pochodnej funkeji A/(0), otrzymamy ciag funkeyjny
rozbiezny punktowo do +o0o. Przedstawia to ryc. 2.6, na ktérej pokazano
20 pierwszych iteracji funkcji h dzielonych przez potegi zbyt malej liczby.

Dwa ostatnie przyktady pokazuja, jak wazne jest wtasciwe dobranie
wartosci czynnika normujacego w formule Koenigsa (1.14). Granica za-
warta w tej formule istnieje i jest skoniczona tylko wtedy, gdy czynnik
ten jest rowny pochodnej funkeji h w zerze: h'(0). Wtedy bowiem na-
stepuje doktadna kompensacja szybkiego zmierzania do zera kolejnych
iteracji funkcji h przez réwnie szybkie zmierzanie do zera kolejnych poteg
mnoznika.
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Sciste rozwigzanie
odwrotnego zadania
optymalizacji

3.1. Rozwigzanie odwrotnego zadania optymalizacji
dla liniowego wspoéldziatania miesni

Rozwazmy uktad n wspoétdziatajgcych miesni obstugujacych staw o jed-
nym obrotowym stopniu swobody (ryc. 1.1 ilustruje przypadek n = 3)
i zaltozmy, ze wspotdziatanie tych miesni opisane jest za pomoca funkcji
hi; o postaci

(3.1) hij(x) = s - x.

Jest to wspoéldziatanie liniowe, przy czym z jego postaci wynika natych-
miast, ze dla kazdej pary ¢, 7 mamy

hZ](O) — 0,

czyli to wspoéldziatanie ma punkt stalty w zerze (ryc. 3.1).

Opierajac sie na wynikach z poprzedniego rozdziatu, sprébujmy skon-
struowa¢ addytywnie separowalna, jednorodna, rosnaca i wypukta (w sen-
sie monotonicznosci i wypuktosci wzgledem kazdej ze zmiennych) funkcje
kosztu (1.2), ktérej minimalizacja przy warunku (1.4) prowadzi do wspot-
dzialania opisanego przez (3.1). W tym celu wybierzmy taka funkcje h;j,
dla ktorej s;; < 1. To zawsze mozna zrobi¢, poniewaz gdyby si¢ okazato,
ze s;; > 1, wowcezas powinniSmy wybra¢ hj; zamiast h;;, a wtedy dla hj;
mielibySmy

1
Sji = o < 1.
Podstawmy teraz h;; do wyrazenia (1.26) definiujacego funkcje f. Z li-
niowosci funkcji h;; wynika, Ze jej n-ta iteracja jest tez funkcjg liniowg ze
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wspoétezynnikiem kierunkowym réwnym sji. Ale n-ta potega pochodne;

funkcji h;; w zerze tez jest rowna s7;, wobec czego

; 1
(32) @)= [ Jim "2y = [ Jim ydy = [ydy = 50*.
0

Okazuje sig, ze funkcja kosztu o ogélnej postaci (1.2) jest w tym przypad-
ku funkcja kwadratows.

Powyzej milczaco zatozono, ze réznych liczb s;; moze by¢ wystarcza-
jaco duzo, aby uzgodni¢ wartos¢ mnoznika w réwnaniu Schrodera z war-
toscig pochodnej funkeji h;; w zerze (jest to konieczne, jesli chcemy mie¢
do czynienia z rozwiazaniem podstawowym). Aby sprawdzi¢, czy tak jest
w istocie, przypomnijmy, ze niezaleznych funkcji h;; jest (n? —n)/2, gdzie
n jest liczbg miesni obstugujacych staw. Tymczasem, jesli dopuszczamy
dobieranie jedynie n stalych a; w formule (1.2), to otrzymujemy n — 1
liczb s;;, co doprowadzito wezedniej do wniosku, ze (przy ogélnym, nieli-
niowym wspoétdziataniu) juz dla n = 3 moze nam zabraknaé tych statych.
Gdy jednak wspotdziatanie jest liniowe, pojawia sie dodatkowo swoboda
doboru statych b;, w ktorych zawarte sa m.in. maksymalne wartosci sity
poszezegdlnych migéni. Otrzymujemy zatem (n — 1)(n — 1) = (n — 1)?
liczb. Dla kazdej liczby naturalnej n spetniona jest nierownosé

n2—n

2

< (n - 1)27
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wiec zawsze mozna tak dobrac state a; i b;, aby mdc zajmowac sie jedynie
rozwigzaniami podstawowymi rownania Schrodera. Nasze milczace zato-
zenie jest zatem uzasadnione, przynajmniej dla wspétdziatania liniowego
o punkcie staltym w zerze.

Powyzsze rozwazania — dotyczace mozliwosci uzyskania rozwigzania
odwrotnego zadania optymalizacji w postaci jednorodnej funkcji kosztu
— przenoszg sie z niewielkimi zmianami na inne przypadki wspotdziata-
nia liniowego. Przypadki te réznia sie umiejscowieniem punktu statego
funkcji hyj(x). W sytuacji tu oméwionej znajdowal on sie w zerze [6], ale
ze wzgledu na zastosowania interesujacy jest rowniez przypadek punktu
stalego odpowiadajacego wartosci

r=2z>0,

np. dla z = 1 (maksymalna sita wzgledna). Funkcje opisujace wspétdzia-
tanie miesni przyjma teraz postac

i dla x = 1, jako dla punktu statego, mamy
hij(1) =1,

co w kontekscie biomechanicznym oznacza¢ moze warunek wspolnego
osiggania przez miesnie maksymalnych wartosci sity (tzw. warunek tagod-
nego nasycenia [23]). Przypadek ten zilustrowano na ryc. 3.2, zawierajacej
pek linii okreslonych réwnaniem (3.3).

Obliczmy granice Koenigsa (1.14) dla funkcji (3.3), pamietajac, ze
mamy do czynienia z punktem statym dla x = 1, a nie dla z = 0, i dlatego
zamiast (1.14) musimy uzy¢ oryginalnej formuty z pracy Koenigsa [16, 5].
Uwzgledniwszy postac n-tej iteracji funkeji h;;, a mianowicie

hijn(x) = 35 - (v — 1) + 1,

otrzymujemy zatem

(3.4) gpodst(ﬂU) = lim # — lim 2¥ ( n) _
n—oo Sij n— o0 Sij
sy - (e —1)
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Widzimy, ze podobnie jak w formule (3.2) réwniez tutaj obliczenie granicy
Koenigsa znaczaco sie upraszcza dzieki liniowosci funkeji (3.3).

Pozostaje teraz odtworzy¢ funkcje f wystepujaca w definicji funkcji
kosztu (1.2). Nie mozemy jednak po prostu scatkowaé (3.4), bo w efekcie
nie otrzymalibySmy funkcji rosnacej (pamietajmy, ze (3.4) jest ujemne w
przedziale (0, 1)). Moglibysmy wprawdzie, korzystajac ze swobody cha-
rakterystycznej dla réwnania Schrodera, pomnozy¢ rozwiazanie podsta-
wowe przez —1, ale wtedy, uzyskujac rosnaca funkcje f, tracilibySmy jej
wypuktosé. Aby zatem w ramach wspomnianej swobody uzyskaé funkcje
g dodatnig, co jest konieczne, zeby funkcja f byla rosnaca, i rosnaca,
co jest konieczne dla wypuktosci funkcji f, mozemy uzyé¢ — jako pew-
nej namiastki rozwigzania podstawowego spetniajacej nasze oczekiwania
~ funkeji g(x) = gpoaq (@).

Odpowiednikiem formutly (3.2) staje sie¢ teraz wzor

T

(35)  flx)= 79(y)dy = ingstt(y)dy = 7(@/ — 1)y =

1—x

Interesujacym faktem jest przy tym to, ze minimalizacja funkcji kosztu
zbudowanej na podstawie powyzszej funkcji f jest réwnowazna mini-
malizacji funkcji kosztu wykorzystujacej formuty dla izotermy adsorpcji
([24], [20]) badz formuly (faktycznie identyczne z tymi dla izotermy ad-
sorpcji) opisujace kinetyke Michaelisa—Menten [27].

Wsréd przypadkéw wspoétdziatania liniowego warto rozwazy¢ jeszcze
jeden, w ktérym funkcje h;; nie majg punktu statego. W przypadku linio-
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wych funkcji h;; oznacza to tyle, Ze ich wykresy na ptaszczyZnie x124 sg
liniami prostymi réwnolegtymi do linii x5 = x;. Rozwiazanie odwrotne-
go zadania optymalizacji dla tego przypadku mozna otrzymaé¢ dwojako:
albo dokonujac odpowiedniego przejécia granicznego od przypadku, gdy
punkt staty jest poza zerem, albo odgadujac wprost rozwigzanie odpo-
wiedniego réwnania Schrodera. Wspomniane przejécie graniczne polega
na umiejetnym przesuwaniu punktu statego w kierunku nieskonczonosci
tak, aby w granicy otrzymac wykres rownolegty do wykresu x5 = x1. Obie
drogi prowadza do takiego samego wyniku: funkcja g okazuje sie funkcjg
eksponencjalng, wiec powstajaca z niej przez catkowanie funkcja f jest
rowniez funkcja eksponencjalng.

Ten ostatni przypadek mozna traktowaé jako ilustracje rozwigzania
odwrotnego zadania optymalizacji w sytuacji opisanej w pracy [13],
czyli odtworzenia postaci minimalizowanej funkcji kosztu na podstawie
zamieszczonych w niej wykresow wspotdziatania miedzy roznymi jednost-
kami ruchowymi (motorycznymi) modelowanego miesnia. Poniewaz cha-
rakterystyczna cecha tych wykreséw sa rownolegle odcinki linii prostych,
wiec odwrotna optymalizacja powinna prowadzi¢ do funkcji

f(z) =¢€".

Okazuje sie, ze faktycznie na takiej prostej zaleznosci funkeji kosztu od
pobudzenia opiera sie skomplikowana formuta z pracy [13].

3.2. Rozwigzanie odwrotnego zadania optymalizacji
dla wspoéldzialania mieséni realizujacego
minimum zmeczenia

Po ukazaniu sie w roku 1981 klasycznej juz teraz pracy [6], w ktorej opi-
sano uzycie potegowej funkcji kosztu o postaci zblizonej do (1.3), dosé
szybko zdano sobie sprawe z ograniczen wystepujacych w tego rodzaju
funkcjach [9]. Wynikaja one z faktu, ze funkcje te, cho¢ same sa nieliniowe,
przewiduja jednak liniowe wspoétdziatanie miesni, a wiec taki sam podziat
wypadkowego momentu sity miedzy wspoéldziatajace miesnie niezaleznie
od aktualnie realizowanych wartosci sit mie$ni, czyli rowniez wtedy, gdy
miesnie te wyzwalajg prawie maksymalne sity. Taki rodzaj wspotdziata-
nia bytby moze do przyjecia w biomechanice nieznajacej ograniczen dla
sit miesniowych, jednak w realnej biomechanice, ktéra uwzglednia ograni-
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czenia fizjologii, wspotdziatanie mieéni nie moze byé¢ az tak proste, jakby
to wynikato z minimalizacji funkcji kosztu (1.3) opisanej w [6].

Podejmowano rézne proby pokonania tych trudnosci, majace prowa-
dzi¢ do mozliwosci przewidywania bardziej realistycznych, nieliniowych
schematéw wspoétdziatania miesni. W pracy [8] zaproponowano podejscie
typu MiniMax realizujace minimum zmeczenia miesni, kilka lat pozniej
pojawita sie propozycja kryterium tagodnego nasycenia [23], ktére osigga
wspomniany cel w obrebie addytywnie separowalnych i gtadkich funkcji
kosztu. Obecnie lansowana jest, jako sprawniejsza numerycznie w duzych
modelach biomechanicznych, realizacja niektérych idei zawartych w [8]
i [23], majaca postaé uproszczonej metody MiniMax [21, 7].

W tym podrozdziale rozwazymy wspotdziatanie miesni zgodne ze sche-
matem typu MiniMax realizujacym minimum zmeczenia [8] i sprawdzi-
my, czy stosujac formalizm rozwiniety w poprzednich rozdziatach, mozna
skonstruowaé¢ jednorodng, addytywna funkcje kosztu, z ktérej minimali-
zacji wynikatoby takie wspotdziatanie.

Rozpoczniemy od przypomnienia, ze nieliniowy schemat wspotdziata-
nia miesni realizujacy wedtug pracy [8] minimum zmeczenia, czyli funkcja
h w naszej terminologii, ma postaé¢ funkeji potegowej (ryc. 3.3):

(3.6) hx) = 2",

gdzie w jest wykladnikiem na ogét réznym od 1 (réwnosé ma miejsce
jedynie dla pary miesni nierézniacych sie wzgledng zawartoscia wtokien
mie$niowych réznych typoéw [8]). Funkcja (3.6) ma punkt staly w zerze,
tzn. h(0) = 0, ale niestety jest to punkt staly nadprzyciagajacy, tzn.
h'(0) = 0 (dla w > 1), i dlatego nie mozemy tu zastosowa¢ ani formu-
ty (1.26), ani (1.33). Na szczedcie funkcja (3.6) ma jeszcze jeden punkt
staly, h(1) = 1, co odpowiada warunkowi tagodnego nasycenia i jest cha-
rakterystyczne dla wszystkich trzech podej$¢ do minimalizacji zmecze-
nia wspomnianych wezesniej [8, 23, 21, 7]. Latwo sprawdzi¢, ze pochodna
funkcji A w tym punkcie statym, czyli dla x = 1, jest r6zna od zera i r6zna
od jedynki, gdy w # 1. Biorac pod uwage samg funkcje h badz funkcje do
niej odwrotna, mozna zawsze uzyskaé spelnienie warunku 0 < h'(1) < 1;
dla takiej funkcji A punkt x = 1 jest punktem stalym przyciggajacym
i mozna stosowa¢ wyniki wezesniejszych rozdziatow.

Dalsze rozumowanie przeprowadzimy dla pewnej wartosci wyktadnika
w > 1. Pochodna funkcji (3.6) ma dla x = 1 warto$é¢ w, wiec jest to punkt
staty odpychajacy. Gdy jednak zamiast tej funkcji wezmiemy funkcje do
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niej odwrotna, jej pochodna dla x = 1 wyniesie 1/w (0 < 1/w < 1), czyli

dla x = 1 mamy do czynienia z punktem stalym przyciagajacym funkcji h,

ktéry spenia zalozenia twierdzenia Koenigsa. Istnieje wiec granica (1.14).
Przyjmijmy zatem funkcje h w postaci

(3.7) h(z) = Y.

Ryc. 3.3 ilustruje przebiegi kilku funkeji o postaci (3.7), odpowiadajace
roznym warto$ciom wyktadnika w.

Dla obliczenia granicy Koenigsa (1.14) potrzebna bedzie postaé¢ n-tej
iteracji funkcji h:

(3.8) ho(x) = vz = 2'/v",

Gdy punktem statym nie jest © = 0, lecz z = 1, zamiast (1.14) musimy
uzy¢ oryginalnej formuty z pracy Koenigsa [16], ktéra mozna tez znalezé
np. w [5]. W naszym przypadku prowadzi ona do réwnosci

Po(z)—1 V" —1 gl

3.9 = lim ——~—— = —— = lim ————— =

= lim w"(z"/*" —1) = nll_{gon(xl/" —1)=

= lim n({Yr — 1) =Inz.

Wzory (3.9) ilustruja rzadki przypadek, gdy granica Koenigsa moze by¢
obliczona Scisle mimo nieliniowo$ci funkcji h. Na ogét nie jest to mozliwe,
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m.in. dlatego ze nie mozna poda¢ ogdlnego wzoru na n-ta iteracje funk-
cji h. W przypadku pierwiastka, jak w (3.7), mozna to zrobié¢, a dodatko-
wo otrzymana granica moze by¢ obliczona dzieki wykorzystaniu znanych
wlasnodci funkeji wyktadniczej i funkcji logarytmicznej. Warto dodaé, ze
w niektérych starszych podrecznikach analizy matematycznej, np. [11],
granica (3.9) jest rozwazana wczes$niej niz funkcja logarytmiczna; moz-
na dowies¢, nie korzystajac z wtasnosci tej funkcji, ze spelnia ona jedno
z réwnan funkcyjnych Cauchy’ego [1]:

g(wy) = g(z) + g(y),

ktorego jedynym cigglym rozwigzaniem okreslonym dla dodatnich liczb
rzeczywistych jest wladnie logarytm.

0

n = 0
1
’/\(\*
5 @
066\
8' 2 QQ
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-4
-5
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Zgodnie z twierdzeniem Koenigsa wyrazenie (3.9) powinno definiowaé
rozwiazanie podstawowe réwnania Schrodera (1.13). Proces ,dochodze-
nia” do granicy Koenigsa jest zilustrowany na ryc. 3.4, gdzie najnizej
lezacy wykres odpowiada funkcji granicznej Inz. Latwo sprawdzié, ze
w ,,gornym” punkcie statym, czyli dla x = 1, mamy

a zatem faktycznie mozemy napisaé

(3.10) Gpodst () = In .
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Funkcja (3.10) jest analityczna w przedziale (0, 1], nie jest jednak anali-
tyczna w punkcie x = 0, ,dolnym” punkcie staltym funkcji h. To ostatnie
stwierdzenie wigze sie z faktem, ze ten punkt staty jest nadprzyciagajacy
(dla funkcji h™1), w odréznieniu od ,,gérnego” punktu statego, ktory jest
przyciagajacy.

15
n=0
= 1
(&)}
nzd
0,5 ok
g\x\’
1 0 0,1 0,2 0,3 0,4
X X
Rycina 3.5

Dodatnia i rosngca potega rozwigzania podstawowego gpodst

Pozostaje teraz odtworzy¢ funkcje f wystepujaca w definicji funkcji
kosztu (1.2). Powtarzajac argumentacje dla funkeji (3.10), jak dla funkcji
(3.4), dochodzimy do wniosku, ze aby w ramach swobody — charaktery-
stycznej dla rownania Schrodera — uzyskaé funkcje g dodatnia, co jest
konieczne, zeby funkcja f byta rosnaca, i rosnacg, co jest konieczne dla
wypukltosei funkeji f, musimy podnie$é (3.10) do ujemnej potegi, a na-
stepnie wynik pomnozy¢ przez —1. W najprostszym przypadku oznacza
to przyjecie funkcji g w postaci

g(l‘) = _gp_olds‘w

co zilustrowano na ryc. 3.5 zawierajacej wykres funkcji g, jako lezacy
najnizej, wraz z wykresami kilku wyrazow zbieznego do niej ciggu funk-
cyjnego. Taka postac¢ funkcji g prowadzi do wzoru

(3.11)  flx)= /xg(y)dyz /x(—ln /@dy = —liz,
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gdzie funkcja li x oznacza logarytm catkowy, ktéry dla rzeczywistych war-
tosci x z przedziatu otwartego (0, 1) przyjmuje wartosci rzeczywiste i po
uwzglednieniu znaku ,minus” w (3.11) definiuje funkcje analityczna do-
datnia, rosnaca i wypukta. Funkcja (3.11) nie jest jednak analityczna ani
dla x = 0, ani dla x = 1. Jej wykres, jako lezacy najnizej, przedstawiony
jest na ryc. 3.6 wraz z wykresami kilku wyrazéw zbieznego do niej ciaggu
funkcyjnego.

5 0,5

0,4

0,1 aF

Rycina 3.6
Dodatnia, rosngca i wypukta funkcja f, stanowiaca rozwiazanie od-
wrotnego zadania optymalizacji dla minimum zmeczenia

Mozna tatwo sprawdzié, ze istotnie minimalizacja funkcji (3.11) przy
dodatkowym warunku typu (1.4) prowadzi do wspétdziatania miesni reali-
zujacego minimum zmeczenia [8]. W odréznieniu od oryginalnego sformu-
towania [8] pokazalismy tutaj, ze ten rodzaj wspoétdziatania moze wynikaé¢
z minimalizacji pewnej jednorodnej, addytywnie separowalnej i gtadkiej
funkcji kosztu. Badajac zachowanie sie funkcji (3.11) w okolicy jej ,,g6r-
nego” punktu statego, mozna dojs¢ do wniosku, ze przypomina ona tam
asymptotycznie funkcje opisujaca tzw. kinetyke Michaelisa—Menten [27].
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Podsumowanie 1 wnioski

W pracy zaproponowano metode rozwigzania waznego, dotychczas
nierozwigzanego problemu biomechaniki, polegajacego na okresleniu po-
staci kryterium optymalizacyjnego odpowiedzialnego za obserwowane
wzorce wspotdziatania miesni szkieletowych. Dla takiego zadania przyjeta
sie nazwa odwrotne zadanie optymalizacji, ktora odroznia je od tzw. pro-
stego zadania optymalizacyi, rozwazanego w biomechanice w zwigzku ze
statyczng niewyznaczalnoscig tancuchow biokinematycznych. Jesli w pro-
stym zadaniu optymalizacji chodzi o wyznaczenie takiego podziatu wy-
padkowego momentu sity w stawie na udziaty pochodzace od poszczegdl-
nych miesni, ktory bytby zgodny z wymaganiem minimalizowania pewnej
zalozonej funkeji kosztu, to odwrotne zadanie optymalizacji stawia sobie
wladnie za cel znalezienie postaci takiej funkcji kosztu, czyli okredlenie,
czym kieruje sie osrodkowy uktad nerwowy, pobudzajac w taki, a nie inny
sposob miesnie wspotpracujace przy generowaniu wypadkowego momentu
sity w stawie.

Nowe podejscie do odwrotnego zadania optymalizacji opiera sie¢ na
spostrzezeniu, ze pewne zagadnienia optymalizacyjne z liniowymi ograni-
czeniami prowadza do relacji miedzy funkcja kosztu a rozwigzaniami da-
nego problemu optymalizacyjnego, ktora to relacje mozna zapisa¢ w po-
staci réwnania funkcyjnego Schrodera. Dzieki temu oba zadania opty-
malizacyjne, proste i odwrotne, znajduja swoje odpowiedniki w postaci
zadan dotyczacych tego réwnania. W szczegélnosci, znajac rozwiazanie
pewnego problemu optymalizacyjnego i rozwigzujac odpowiednie rowna-
nie funkcyjne Schrodera, mozna zrekonstruowaé w sposob $cisty funkcje
kosztu, ktora jest minimalizowana.

Interpretowane w kontekscie biomechaniki, réwnanie to wigze ze soba
dwie funkcje: jedna opisujacg wzorzec wspotdziatania miesni i druga be-
daca pochodng funkcji kosztu rozwazanego problemu optymalizacyjnego.
W zaleznosci od tego, ktora z nich przyjmiemy za funkcje znana, ktérg
za$ za niewiadoma, rownanie to moze stanowi¢ podstawe do rozwigzania
prostego badz odwrotnego zadania optymalizacji.
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Dostrzezony zwigzek miedzy teorig optymalizacji a teorig iteracyjnych
rownan funkcyjnych umozliwia identyfikacje funkcji kosztu odpowiada-
jacej danemu zadaniu optymalizacyjnemu. Zastosowanie go do analizy
biomechanicznego problemu wspotdziatania miesni szkieletowych dopro-
wadzito do nastepujacych wnioskow:

— Mozliwe jest odtworzenie postaci funkcji kosztu, gdy znane jest cho¢
jedno rozwigzanie prostego zadania optymalizacji.

— Jedyne funkcje kosztu prowadzace do liniowego wspoétdziatania mie-
$ni to funkcje potegowe, funkcje typu kinetyki Michaelisa—Menten (potegi
funkcji Michaelisa—Menten) oraz funkcje wyktadnicze.

— Jedyne gladkie funkcje kosztu prowadzace do wspoétdziatania mie-
$ni zgodnego z minimalizacjg zmeczenia to funkcje oparte na logarytmie
catkowym.

— Funkcje te asymptotycznie, dla sit migsniowych bliskim wartosciom
maksymalnym, zgadzaja sie z kinetyka Michaelisa—Menten.

— Mozliwe jest odtworzenie funkcji kosztu problemu optymalizacyjne-
go na podstawie znalezionych doswiadczalnie funkcji opisujacych schemat
wspotdziatania migsni.
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The inverse optimization problem
of muscular load sharing

This work introduces a method which allows to solve the inverse opti-
mization problem associated with load sharing between synergistic skel-
etal muscles. Compared to existing approaches [29, 3|, it is direct and
makes it possible to reconstruct strictly or numerically to any desired ac-
curacy the objective function whose minimization yields a given muscular
load sharing pattern.

The rationale of using optimization to solve the muscle load sharing
problem is based on three premises. First, muscles actuating a joint usu-
ally outnumber its degrees of freedom and consequently a desired joint
torque may be produced by many different muscle activation patterns.
Second, despite this redundancy muscle activations during well-learned
motor tasks are highly stereotypical, which suggests the existence of a
law justifying the selection of one activation pattern out of infinitely ma-
ny feasible ones. And third, ideas from evolutionary biology help interpret
this law as a minimum principle.

Within such a formulation, the set of muscle activation levels actually
selected by the central nervous system for a given task is such that the
desired external joint torques are produced and a quantity depending on
muscle activations attains a minimum. In terms of optimization theory
this becomes a problem of finding a constrained minimum of an objective
function. While there is a general agreement as to the form of the con-
straints — they should express the torque equilibrium conditions at joints
— the proper choice of the objective function is less obvious.

As different objective functions usually lead to different muscular load
sharing patterns (Fig. 1.4), a question seems natural whether an appro-
priate objective function could be found for a given load sharing pattern.
Such questions fit within the inverse optimization approach where varia-
bles are sought that are optimized by the observed patterns of behavior,
i.e. instead of seeking the best possible solution to a problem, one asks: if
this load sharing pattern is the best possible solution to a problem, what
was the problem? (cf. [3]).
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The main idea behind the proposed method is presented in Chap-
ter 1 entitled “Linearly constrained optimization and Schréder’s functio-
nal equation”. It is shown there that the standard formulation of the opti-
mization problem with linear constraints leads to a functional dependence
between the derivative of the objective function g(z) and a muscular load
sharing pattern or muscle-muscle function h(z). The key observation is
that this dependence happens to be one of the most important iterative
functional equations — Schréder’s functional equation (1.10) [22, 17-19].

The original optimization problem is thus mapped to another problem
within the area of iterative functional equations. Depending on which of
the two functions involved is considered known and which is considered
unknown, Schroder’s equation allows to solve, thanks to such a mapping,
both the forward optimization problem (when objective function is known
and muscular load sharing patterns are unknown) and the inverse opti-
mization problem (when muscular load sharing patterns are known and
objective function is unknown).

The solution of the first of these problems is rather straightforward and
was known already to Schroder [22]. When mapped to the optimization
area it merely reproduces the standard procedure featuring the Lagrange
function. The second problem, however, is more intricate and its solution,
within a certain regularity class of functions, was not found until the work
of Koenigs [16] published more than a decade later. The Koenigs theorem
states that the solution of Schroder’s equation, i.e. function g(x), can be
found by calculating a limit (1.14) involving iterates of the known function
h(x). A method of solving the inverse optimization problem involving this
limit is outlined in Section 1.1. Section 1.2 presents another version of
the method exploring the possibility to expand the known and unknown
function into power series.

An approximate solution of the inverse optimization problem is discus-
sed in Chapter 2. A numerical approach is described there which allows to
reconstruct to any desired accuracy the objective function whose minimi-
zation yields an experimentally observed muscular load sharing pattern.
It is illustrated by constructing an objective function corresponding to
one of the load sharing patterns between two hind limb muscles of the
cat, reported by Herzog and Leonard [14].

The inverse optimization problem can be solved analytically in just
a few cases; some of them are described in Chapter 3. Its Section 3.1
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brings two such analytical solutions corresponding to linear muscular load
sharing patterns.

The first pattern discussed there has a fixed point at x = 0, which
is equivalent to the requirement that zero force of one muscle implies
zero force of another. The objective function reconstructed based on such
a load sharing pattern turns out to be the Crowninshield-Brand objective
function [6].

The second linear load sharing pattern considered in Section 3.1 has
a fixed point at x = 1, which corresponds to a statement that exertion
of maximum force by one muscle implies maximum force produced by
a synergistic muscle (the soft saturation condition [23, 21]). The objective
function reconstructed for such a linear load sharing pattern turns out to
be based on a function defining the Michaelis-Menten kinetics [27].

Half way between the two linear load sharing patterns is a pattern
consisting of parallel straight lines. A classical example of such a load
sharing can be found in [13] and reconstruction of the corresponding ob-
jective function — obtained by solving the inverse optimization problem —
leads to the exponential function.

Section 3.2 shows how the inverse optimization problem can be solved
for a muscular load sharing pattern that has a superattractive fixed point
at = 0, which makes the Koenigs approach [16] inapplicable. An exam-
ple is discussed of a minimum-fatigue load sharing pattern [8], which —
luckily enough — has also another fixed point at « = 1. This second fixed
point is attractive and Koenigs’ theorem can be used there, which makes
it possible to reconstruct a homogeneous, convex and smooth objective
function whose minimization results in the minimum-fatigue load sharing.
The reconstructed objective function turns out to be based on a function
called logarithmic integral (liz), and so is not analytic at x = 0 and tends
to the Michaelis-Menten kinetics based objective function as x tends to 1
— the maximum relative muscular force.
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